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1.4. 1.4. ProprietăProprietăţţii ale ale legilorlegilor de de compozicompoziţţieie internăinternă

1. 1. AsociativitateaAsociativitatea

DDefiniefiniţţieie::
O O operaoperaţţieie algebricăalgebrică „„* * ”” pepe mulmulţţimeaimea MM sese numenumeşştete asociativăasociativă , , dacădacă::

( x * y ) * z = x * ( y * z )( x * y ) * z = x * ( y * z ) ,, Mzyx  ,,

ExempleExemple::
1.1. AdunareaAdunarea şşii îînmulnmulţţireairea sunt operaţii asociative pe oricare dintre mulţimile N, Z, Q, R, C.
2.2. AdunareaAdunarea matricelormatricelor în mulţimea. Mnxn(R) este asociativă .

3.3. Pe R se defineşte legea * : R x R  R , prin x * y = x * y = xyxy --2x 2x -- 2y + 2y + 11.
Să cercetăm dacă legea * este asociativă:

(x * y) * z = (xy - 2x - 2y + 1) * z = xyz - 2xz - 2yz + z - 2xy + 4x + 4y-2-2z+1 = xyz- 2xy -2xz-2yz + 4x + 4y - z - 1 (*)

x*(y*z) = x* (yz - 2y - 2z + 1) =  xyz - 2xy - 2xz +x - 2x - 2yz +4y + 4z - 2 + 1 = xyz - 2xy - 2xz - 2yz -x + 4y + 4z - 1 (**) 
Din (*) şi (**) rezultă că operaţia nu este asociativă.

4. Tot pe R reluând calculele pentru operaţia x*y = xy-2x-2y-6 se ajunge la concluzia că aceasta este asociativă.

Dacă „* “ este o operaţie pe M, iar H este o parte a lui M, stabilă faţă de „* ”, atunci:
dacădacă „„* * ”” esteeste asociativăasociativă pepe M, M, ea ea esteeste asociativăasociativă şşii pepe H.H.

ObservaObservaţţieie
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22. . ComutComutativitateaativitatea

DDefiniefiniţţieie::
O O operaoperaţţieie algebricăalgebrică „„* * ”” pepe mulmulţţimeaimea MM sese numenumeşştete asociativăasociativă , , dacădacă::

x * y  =  y * x * y  =  y * xx ,, Myx  ,
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Observaţii:
1. Dacă „* “ este o operaţie pe M, iar H este o parte a lui M, stabilă faţă de „* ”, atunci: dacă „* “ este comutativă pe M, 
ea este comutativă şi pe H.
2. Dacă „* “ este o operaţie pe M dată prin tablatabla operaoperaţţieiiei, operaţia „* * “ esteeste comutativăcomutativă dacă şi numai dacă tablatabla
operaoperaţţieiiei esteeste simetricăsimetrică fafaţţăă de de diagonaladiagonala principalăprincipală..

3. 3. DistributivitateaDistributivitatea

Exemple:
1.1. Pe oricare dintre mulţimile N, Z, Q, R, C sunt definite operaţiile de adunare şi înmulţire. Legea de compoziţie „înmulţirea" este

distributivă faţă de „adunare":
a • (b + c) = ab + ac, pentru orice a,b,c e N, Z, Q, R, C.

2.2. Pe mulţimea Mn(R) sunt definite adunarea şi înmulţirea matricelor. înmulţirea este distributivă faţă de adunare:
A • (B + C) = AB + AC, pentru orice A,B,C.

Definiţie:
Fie „* “ şi „º “ două operaţii algebrice pe aceeaşi mulţime M.
Spunem că operaţia „*” este distributivă la stânga faţă de operaţia „° “, dacă:

(1) x * (y º z) = (x * y) º (x * z),
Spunem că operaţia „* “ este distributivă la dreapta faţă de operaţia „º “, dacă:

(2) (y º z) * x = (y * x) º (z * x),
Spunem că operaţia „* “ este distributivă faţă de operaţia „° “, dacă este distributivă atât la stânga cât şi la dreapta, 
adică sunt verificare ambele condiţii (1) şi (2).

Mzyx  ,,

Mzyx  ,,
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Fie Fie (x, y) (x, y)  x * y x * y o o legelege de de compozicompoziţţieie pepe mulmulţţimeaimea M.M.
SpunemSpunem căcă legealegea admiteadmite element element neutruneutru dacădacă existexistăă astfelastfel îîncâtncât::

x*x*ee = = ee*x=x*x=x , , pentru orice pentru orice 

ElementulElementul ee cu cu aceastăaceastă proprietateproprietate ((dacădacă existăexistă) se ) se numenumeşştete element element neutruneutru fafaţţăă de de operaoperaţţiaia ““**””

4. 4. ElementulElementul neutruneutru

Me
Mx

ExempluExemplu::

DacăDacă o o legelege de de compozicompoziţţieie internăinternă admiteadmite element element neutruneutru, , atunciatunci acestaacesta esteeste unicunic
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3.3. în mulţimea Mn(R) a matricelor pătrate de ordinul n cu coeficienţi reali avem legile de compoziţie: 
adunareaadunarea (A, B)  A + B şi îînmulnmulţţireairea (A, B)  A • B.

Elementele neutre faţă de aceste legi de compoziţie sunt respectiv matricea 0n (matricea zero de ordin n) şi matricea unitate de ordin n 
care s-a notat cu In.
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ObservaObservaţţieie

In cazul când legea de compoziţie este notatănotată aditivaditiv, elementul neutru este notatnotat cu cu 00 şi se numeşte elementulelementul zerozero.
Dacă legea de compoziţie este notatănotată multiplicativmultiplicativ, elementul neutru se numeşte elementulelementul unitateunitate.
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Un Un cuplulcuplul (G, *), (G, *), undeunde G G esteeste o o mulmulţţimeime nevidănevidă
iariar „„*" *" esteeste o o operaoperaţţieie algebricăalgebrică pepe mulmulţţimeaimea G G asociativăasociativă şşii care care admiteadmite element element neutruneutru se se numenumeşştete monoidmonoid..

DDefiniefiniţţieie::
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Fie (x, y)  x * y o lege de compoziţie asociativă pe M.  Definim

Să definim prin inducţie compunereacompunerea unui număr finit de elemente din M:

Fie Fie M M o o mulmulţţimeime îînzestratănzestrată cu o cu o legelege de de compozicompoziţţieie asociativăasociativă, , multiplicativămultiplicativă şşii cu element cu element neutruneutru e.e.
PentruPentru oriceorice x ex e M M şşii oriceorice n n eNeN definimdefinim putereaputerea nn--aa a a luilui xx prinprin::
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DacăDacă M M esteeste îînzestratănzestrată cu o cu o legelege de de compozicompoziţţieie asociativăasociativă aditivăaditivă şşii dacădacă element element neutruneutru 0 0 e Me M
atunciatunci pentrupentru oriceorice x e x e MM şşii oriceorice n en e N, N, definimdefinim nxnx prinprin::
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5. 5. Element Element simetrizabilsimetrizabil

NotaNotaţţieie
In notaţie aditivă (adunare), simetricul elementului x se notează cu - x şi se numeşte opusul lui x.

în notaţia multiplicativă (inmultire) simetricul lui x, dacă există, se notează x -1 sau şi se numeşte inversul lui x

(iar x se numeşte element inversabil ), evident x ≠ 0.

DacăDacă „„* * ”” esteeste o o operaoperaţţieie pepe mulmulţţimeaimea M, M, avândavând elementulelementul neutruneutru ee, , spunemspunem căcă un element un element xx e e M  M  esteeste simetrizabilsimetrizabil fafaţţăă

de de operaoperaţţiaia „„* * ””, , dacădacă existexistăă xx'' ee M M cu cu proprietateaproprietatea: : x * xx * x’’ = x= x’’ * x = e.* x = e.
ElementulElementul xx‘‘ se se numenumeşştete simetriculsimetricul luilui xx fafaţţăă de de operaoperaţţiaia ,,* ,,* ””..

x

1

ObservatieObservatie
Dacă x e M are un element simetric, atunci acesta este unic.

1.1. FaFaţţăă de de adunareaadunarea definitădefinită pepe mulmulţţimeaimea numerelornumerelor naturalenaturale, , singurulsingurul element element simetrizabilsimetrizabil esteeste 0.0.

2.2. ConsiderândConsiderând îînmulnmulţţireairea definitădefinită pepe Z Z singurelesingurele elementeelemente simetrizabilesimetrizabile suntsunt 1 1 şşii --1.1.

3.3. FaFaţţăă de de adunareaadunarea definitădefinită pepe Z Z toatetoate elementeleelementele suntsunt simetrizabilesimetrizabile..

4.4. PePe mulmulţţimeaimea MMnn(C(C) a ) a matricelormatricelor pătraticepătratice de de ordinulordinul n, n, elementeleelementele simetrizabilesimetrizabile fafaţţăă de de îînmulnmulţţireire suntsunt

matricelematricele A A cu cu detdet A A ≠≠ 0, 0, simetriculsimetricul matriceimatricei A A fiindfiind matriceamatricea inversăinversă AA--11 ..

PePe aceeaaceeaşşii mulmulţţimeime MMnn(C(C)) considerândconsiderând operaoperaţţiaia de de adunareadunare observămobservăm căcă oriceorice matricematrice

A A esteeste simetrizabilăsimetrizabilă şşii are ca are ca simetricsimetric matriceamatricea -- A, A, numitănumită opusaopusa matriceimatricei A.A.

ExempleExemple::
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5.5. Faţă de compunerea funcţiilor elementele simetrizabile sunt funcţiile bijective, deoarece o funcţie este inversabilă dacă
şi numai dacă este bijectivă.

6.6. Pe mulţimea R a numerelor reale se defineşte legea de compoziţie „* ” astfel:

*:RxRR, x * y = x * y = xyxy -- 7x 7x -- 7y + 567y + 56 al cărei element neutru este e = 8. Căutăm elementele simetrizabile.
Fie x e R.. Căutăm x' e R astfel încât x * x' = x' * x = 8  xx' - 7x - 7x' + 56 = xx' - 7x' - 7x + 56 = 8  (deoarece pe

R adunarea şi „•" sunt comutative)  xx' -7x-7x' + 56 = 8  x'(x - 7) = 7x - 48.
i) Dacă x = 7 ecuaţia devine x' • 0 = 1, care nu are soluţie. Prin urmare, x = 7 nu este simetrizabil.

ii) Dacă x ≠ 7 obţinem , prin urmare orice element din R \ {7} este simetrizabil.

De exemplu simetricul lui 2 este numărul

Dacă „* " este o operaţie pe M, asociativă cu element neutru, 

notăm U(M)U(M) mulmulţţimeaimea elementelorelementelor din M, simetrizabilesimetrizabile faţă de operaţia „*".
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ExempleExemple;;

1.1. PentruPentru mulmulţţimeaimea Z  Z  îînzestratănzestrată cu cu îînmulnmulţţireairea, U(Z), U(Z) = {= {-- 1, 1}.1, 1}.

2.2. PentruPentru RR cu cu legealegea x * y = x * y = xyxy -- 7x 7x -- lyly + + 56, 56, dupădupă cum am cum am văzutvăzut anterior, U(R) = Ranterior, U(R) = R\\{7}.{7}.

3.3. PentruPentru, M, M33(C), (C), îînzestratănzestrată cu cu îînmulnmulţţireairea, , avemavem

U(MU(M33(C)) ={A | (C)) ={A | detAdetA ≠≠ 0}.0}.

Fie Fie „„* * ”” o o legelege de de compozicompoziţţieie internăinternă asociativăasociativă şşii cu element cu element neutruneutru, , definitădefinită pepe o o mulmulţţimeime M. M. AtunciAtunci::

11°°. . DacăDacă elementeleelementele x,.yx,.y suntsunt simetrizabilesimetrizabile, , atunciatunci x * y x * y esteeste simetrizabilsimetrizabil şşii ( ( x * y )x * y )’’ = y= y’’ * x* x‘‘

22°°. . DacăDacă elementulelementul x  x  esteeste simetrizabilsimetrizabil, , atunciatunci simetriculsimetricul săusău xx‘‘ esteeste de de asemeneaasemenea simetrizabilsimetrizabil şşii ( x( x’’ ))’’ = x= x

ObservaObservaţţie:ie:
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